
The Nature of Firm Growth 

by 

Benjamin W. Pugsley 
University of Notre Dame 

Peter Sedláček 
University of Oxford and CEPR 

Vincent Sterk 
University College London and CEPR 

CES 18-30 June, 2018 

The research program of the Center for Economic Studies (CES) produces a wide range of 
economic analyses to improve the statistical programs of the U.S. Census Bureau. Many of these 
analyses take the form of CES research papers. The papers have not undergone the review accorded 
Census Bureau publications and no endorsement should be inferred. Any opinions and conclusions 
expressed herein are those of the author(s) and do not necessarily represent the views of the U.S. 
Census Bureau. All results have been reviewed to ensure that no confidential information is 
disclosed. Republication in whole or part must be cleared with the authors. 

To obtain information about the series, see www.census.gov/ces or contact Christopher Goetz, 
Editor, Discussion Papers, U.S. Census Bureau, Center for Economic Studies 5K028B, 4600 Silver 
Hill Road, Washington, DC 20233, CES.Working.Papers@census.gov. To subscribe to the series, 
please click here. 

mailto:CES.Working.Papers@census.gov
https://public.govdelivery.com/accounts/USCENSUS/subscriber/new?topic_id=USCENSUS_11777


Abstract 

Only half of all startups survive past the age of five and surviving businesses grow at vastly 
different speeds. Using micro data on employment in the population of U.S. Businesses, we 
estimate that the lion's share of these differences is driven by ex-ante heterogeneity across firms, 
rather than by ex-post shocks. We embed such heterogeneity in a firm dynamics model and study 
how ex-ante differences shape the distribution of firm size, "up-or-out" dynamics, and the 
associated gains in aggregate output. "Gazelles" - a small subset of startups with particularly high 
growth potential - emerge as key drivers of these outcomes. Analyzing changes in the distribution 
of ex-ante firm heterogeneity over time reveals that the birth rate and growth potential of gazelles 
has declined, creating substantial aggregate losses. 
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*�	 ni,a �� 	�� ���������	 ����� �� 
� ��������
� �������� i 
	 
�� a 
�� �������

	�� ��������� ������ ��� 	��� �
��
���+

lnni,a = lnnEXA
i,a + lnnEXP

i,a , !"%

lnnEXA
i,a = ui,a + vi,a, !���
�	� �������	%

lnnEXP
i,a = wi,a + zi,a, !������	 �������	%

�����

ui,a = ρuui,a−1 + θi, ui,−1 ∼ iid(μũ, σ
2
ũ), θi ∼ iid(μθ, σ

2
θ), ρu ∈ [0, 1),

vi,a = ρvvi,a−1, vi,−1 ∼ iid(μṽ, σ
2
ṽ), ρv ∈ [0, 1),

wi,a = ρwwi,a−1 + εi,a, wi,−1 = 0, εi,a ∼ iid(0, σ2
ε), ρw ∈ [0, 1),

zi,a ∼ iid(0, σ2
z).
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���	 �� lnnEXA
i,∞ =

θi/(1 − ρu)� ��	�� ���� ��� ������ ������ ����	������ ��� ������� ������ ������
�	����
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��� ������� ����!� �	��� ��� ���� ��� � ����	� �����	�	�� lnnEXP
i,a = wi,a +

zi,a. "���� wi,a �������� ��������	� ������� ����!�� �	� �� ������ �� �	 ������
�������

������� �� ����� �	�� ���� ������ �		������	� 
���	 �� εi,a �	� � ��������	�� ���������

��	���� �� ρw� ��� �	���� ��� �� wi,a �� 	�����#�� �� #��� ��� � ����	������ $�

������� �	������� ����� ���	������ ������� ����!� ��� �	 ������ �����	�	� ��	���� ��

zi,a� ��� ������� ��� ��� ������� �����	�	� �� ��	�������� ���� ���� ��� �	��	�����	�

���	 �� #��� �� �	� �
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��� ������� ��������� ����� 	���� ������� ����� �����	� �����	� ���� �	 ���  ��

��	����� ��������� �� ����  ������ ����!�� ��� ������� "���	���	 �	� %�
����	

&'(()* ������ �	 +%&'* ���  ������ ������������� ���� � �����	 ��	���	� ������

 ��� �	� ������
�	���� �	���� ������ �	 ����� �����	� ���� ������� ���������	�� ���

 ������ ����!� ��� �	�������	� �	�� �������	�� $� �����	 ����� ����� �����	 ��

�����	
 σu = σθ = σz = 0 �	� ρv = ρw� ,� ��	������ ����# &-..)* ����� �!� ���

��� ������
�	���� �	 ������������ ����� ��� ��������� ���� ������� ����!� �	� �������

���� ������ ������ ��� ���������� �������� $� �����	 ��� ������� �� �����	
 σu =

σv = σz = 0� ����� ������ ���� lnni,a = θi �� �	� �
�� �������� �� �����	 ���

��	����� �	 ,�������	� "�����	
��� �	� ��������� &-.')* �	��� ��� ���� ����������	��

��� ����	
 ��� σz > 0�� /�� �����	� ������� ��� ��
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���	
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%����� ���������� ��� ���������� �������� &� ���� ����������� ��� ���������� �� ��� ���

����'������� �����
 �� (������	��� ��� ���� �� �
����� '����� �
���� ������������	$ )�

�� �� �	 ���&��� ����	������	 ���� ��� ��� ��	 ��������� ��� �� ��������� ���� ���

������'������� �����
$ *�'�� ��� ������ ��������� ���'�� ��� ��'������� �� ����	�

���� �� � �������� �� ��� a ��� �� ��� h = a − j� &���� 0 ≤ j ≤ a �� ��� ��� �������

��� �� �
������ ��+

Cov (lnni,a� lnni,a−j) = ρjuρ
2(a−j+1)
u σ2

ũ + ρjvρ
2(a−j+1)
v σ2

ṽ ���

+
(
1− ρa+1

u

) (
1− ρa−j+1

u

) σ2
θ

(1− ρu)
2 + ρjw

1− ρ
2(a−j+1)
w

1− ρ2w
σ2
ε + 0jσ2

z .

#��� ������ �� ����'�� ��  ����
  $�$ #�� ������'������� �������� �� � ���������

�������� �� ��� ���������� ��� '������� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ������	���

������$ *�'�� ���� �� ����� ����� ��� ����� ���� ���������� &� ���� �� ������'�������

�����
 &��� �� ����� ����� �������� ��� �������������$�

#� ���������� ��� �������������� �� �� ������ �� �������� ��� ������'������� �� ��

������� ��� ������� �$�$ ������� ��� ��� a ������ ������	 ������ ��� ������� ��� h = a−j

�
��+

lim
a→∞Cov (lnni,a� lnni,h) =

1− ρh+1
u

(1− ρu)
2σ

2
θ .

)��� σθ �(���� ,���� �$�$ &��� ����� �� �� ������������	 �� �����	������ ��'���� ��� ���

������������ 	��
���� ��� ��	������ ��� �������� ������� ��� ������ ��� ������������� �� ��� 
�������
θi ��� ���� �� ������������ �������  �!!����� �������� θi �� ��"����
�� ��� ��� ���
� �� ����!���
�� 	������� ��� σθ� � �� 	���!���� �� ��� ��������� #�������� ��� 	���� ���� �
���!����
� ����������

�!!���� ����!�� ���� ρu = ρv = ρw� $� ��� �		��
������ �� ����� ��� ���� ���� ����!	���� �� ���
������
���� �� 	������ � ���� %� �� ��� �������� ����
�������
� !����&� '�� ������� ���� 
������ �������
��� ��� �� �������� 	���� ���� ����!����� ���� �		���� �� �!	���!��� ����!�
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 �	���

����� ��'�� P ≡
(∫

i∈Ω ϕip
1−η
i

) 1
1−η

� �� ��
� ���
� ���������	� �
������ PC =
∫
i∈Ω pici�

��������� 	
��� ����� �� �	 �	
���	�� ������ �� �	����	� ����� ���� �� �����

���
��� � 	��� ���
� ����� ��� ������
 �� ��� ���
� ���� ���
�� i ∈ Ω� ���

���
����	 ����	����� �� ��� i �� ����	 �� yi + f = ni� ����� yi �� ��� ���� �� ���

���� ni �� ��� ���	� �� ����� �	�� ���������	�� �	
 f �� � ���
 ���� �� ��������	

�����	 �� ��� ����� 
�	���	���
 �	 	��� �� ������ �� ������� ���� ���� ���� ���

 !



��������� �	�
� ��������

πi = piyi −Wni.

������������� ����� ��� ��	��� ��	���	�� ��� 
	� ���� � ������ ����	���� ����� ��

yi = ϕi (pi/P )−η Y, ���

���� �� ��� ������ ������� �� ��� ��������� ������� ���� ���������� ���	��� ��

����� ��	����� ���� ������� ci = yi ��� Y = C�

�� ��� ��������� �� ��� ��	���� � 
	� ��� �� ��	�� �� ���� ����������� ����

�	��������� δ ∈ (0, 1)�  � ���� ���� ��� ��	� ��� 
	� ��� ��� ����	������ �� ����

������������ ��� ����� ������ ��� 
��� ����  � ��� 
	� ������ �� 	����� �� ���	������

�� ���� ��� ��� 
��� ��� ��� �� ��	� �� ���	�� ��� ������ ����������� ϕi. !���� ���

�	������� ��������� ��� ������ �������� ��� 
	� ���� ��� �	�� pi ���� ���������

yi, ni ��� πi � �� ������"� ��� ��� �	����� ����� �� �	�
��� #�� �	��$������� �	�����

�� ����� ��� ��� 
	� ���� �	��� �� � ������� ��	��� ���	 ��	����� ���� W �

pi =
η

η − 1
W.

%� ��� ����	 �� ��� ����	��	� �� ���� W = 1� ��� ��
�� ��� 	��� ���� w ≡ W/P ��

��� �	�� �� ����	 �� ��	�� �� ��� &����$'������" ���������� ������ C. (���� ���� 	������

�� �� ���	��� �	�
�� �� πi = ϕiw
−ηCχ− f � ���	� χ ≡ (η−1)η−1

ηη � ��� ����	 ������ ��

ni = ϕi

(
η

η−1

)−η
w−ηC+f � )��� ���� *��������� �� ��� ������ ����������� ��	����

��� ���� ��� 
	��+ ���������� �������

#�� ������ ����������� ϕi �� � ������� �� �� ��������� ����	����� ,�	��� �����

����	� ������� si� #�� ����� �� � 
	� �� ��� ������ ��� ���� ������� �� ������ �������

V � �� ��� �� ���	����� ���

V (si) = max
{
E
[
π
(
s′i
)
+ β (1− δ)V

(
s′i
)∣∣ si] , 0} .

 � ��� ����� �-������ s′i ������� ��� ����� �� ��� ����� ����	 ��� ����������� �������

./



�� ������ 	

�������� �� 
�� ������� ��� ������ ������� ���������� �� ���� ����
���

�� πi = π (s′i)� yi = y (s′i)� ni = n (s′i)� �� xi = x (si)� �����
�������

���� �����	 ���� ����� �� ��������� �� �������� ������ �� ����� 
��� f e� �����

����� �� ����� �� ������ 	���� ������ ��� ����� 
��� �� ��� ��������� �� � ������ ���

��� �������� ��� ������� ����� �� si� �� ���
� ����� �� ��
���� �� ��
������� ���� �����

������� ��� ��������� 
��������

wPf e =

∫
V (s)G (ds) ,

����� G �� ��� ����������� ���� ���
� ��� ������� ������ �� si ��� �����


��������� ��� ������ ��������	  �� μ (S) �� ��� ������� �� ���� �� S ∈ S�
����� �� S �� ��� !���� σ−������� �������� �� s� "���� ��� ���� ����
�� μ (S) ���������

μ
(
S′) =

∫
[1− x (s)]F

(
S′|s) [μ (ds) +M eG (ds)] ,

�����M e ������ ��� ������� �� �������� �� F (S′| s) �� 
��������� ���� ��� ����������
��� ��� si� #�� ����� ������� �� �
���� ���� �� ����� ���

Ω =

∫
μ (ds) .

 ���� ������ 
������� ������� ���� ����� ����� ������ ������ ����� ����� ��� ��� ����

�
����� ��� ��� ��� 
���� �� ��� ��� ����� 
����

N̄ =

∫
y
(
s′
)
μ
(
ds′

)
+

∫
f [1− x (s)] [μ (ds) +M eG (ds)] +M ef e.

��������� ������� ������	 $� ���� ���� ��� ���
������ �������� �� ��������� ���

��������� ��������� ������
����
 ���
��� ��� ��� ���� ���������� ϕi,t�

%&



lnϕi,t = ui,t + vi,t + wi,t + zi,t

ui,t = ρuui,t−1 + θi, ui,−1 ∼ iid(μũ, σ
2
ũ) θi ∼ iid(μθ, σ

2
θ) ρu ∈ [0, 1)

vi,t = ρvvi,t−1, vi,−1 ∼ iid(μṽ, σ
2
ṽ) ρv ∈ [0, 1)

wi,t = ρwwi,t + εi,t, wi,−1 = 0 εi,a ∼ iid(0, σ2
ε) ρw ∈ [0, 1)

zi,t ∼ iid(0, σ2
z),

����� �� �������	
���
 ��� ��
����� �	�� ���� ��� �������� ����� �� ����� �� si,t =

[ui,t, vi,t, wi,t, zi,t]. ��� ��	�� ��	���� ������ ���� ��� ����� 	� 
���
 ����
 �� � ��

�� 
�������
 �� �	�� � �
�	��������� ������� ��	���� �������
 �� ui,t ��
 vi,t� �� ����

�� ����	�� ��	���� ����� ����� ��� wi,t ��
 zi,t�

����������� 	
������� ����� 	�
 ���������� ����	�� 
���
 ��	��� ��� � �����


��
 ������� 	� �� 
������ 	
���� ����� 
���
 �	�
���	�� �� ������ �	� ����	��

����	�� ���� ��� ���	�
 ��� �	���	� 	� ��� ��� �	���
����� ������� �����	�������

���	�� ��� ���	 ��� � ���	�� ���
���	� �� ��� �����������  ���� �� ������� 	
��� ���

���� �����	������� ���	�� ��� ��������!� ��
������ "��� ���� #����!� $%%&'� 	����

���
��� �	���
�� � ���
��� ���������	� 	� 
�(������� �	� �������� ���	��� ����	��

���� ���������	� "��� ���� )��	������ $%*+, -������ $%**, .�	!
 ��
 �	���� $%*$,

/	���	 ��
 0�
���	� $%*1, 2����� $%*3'�  ���� 	�� �������� 	
�� ���	�� 	��� �	�

4�������5 ���������	� 	� ������� 
�(�������� �� �	���
�� ��
	���	�� �
6������ �	���

�� )����
�� 7�&��� 8�	�������� ���	��	������ �
6������ �	��� 
	�� �	� ������ ���

��� ��������

)� �� ��� �� 
������ 	
�� ���� ��
	���	�� ����� ��
9	� ����� � ��� ������� ���

����� �����	������� �� ����� 	� ��������� 	���	�� �� �������	�� :���� �� ���������

� �����
�����	��� �
�	��������� ��	���� ���	 ��� 	
��� �������	� 	����� ��	�� �������


�(����� �	������ ������� 8�	�������� ����� �� �	 	����	�	�� ������ ������� �

���������� � ����� 	� 
���
 ��
 ��� �������� ��	�������� 	� ��� ���������� ��� ;	�

����� �����	
� ���� ���� ��������� ���� 	����
��� 	
 ����
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�	��
����
 ��
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 ��� ��� �
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���	
 $%&'() �
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��	
� �� ����� �	

�� ��� ����� ��� ����� �� �	
 ���� ��
 �
��� ����
� ����� ��� �� ��� ��
�� ��
�����
�

� �
��
�� ���	���� � ����� ��
��� �� ��� ��
� ����� ��

������� �� ��� �
��	��� ��

�	
 �����  �
��� ��� �����	�� �����
 �� ��� �� β = 0.96� ����� ������� �� ���	�� 
���

����
��� 
��� �� ���	� ��	
 ��
����� !������ �� ��� ��� ��������� �� �	�����	���� �������

����� �� η = 6� ����� �� �� ��� 
���� �� ���	�� ������ �� ��� ����
��	
�� "��
�� �� ���

��� ���
 ���� fe �	�� ���� ��� 
���� �� ��� ���
 ���� �� ��� ���
������� ���� ���� ��

fe/f = 0.82� ��������� ��������� �� ��
������ ��� #������ $%&''(�

"�� 
�������� ��
�����
� �
� ��� � �������� ������� �� ��� ����� #������ �� ���

�	��
���� ���	���� ��� ���	������ �
����	
� �
� �
������ �� )������� ��'� )����� ��

��
��� ��� 	���
 �
����	��
 �� ��� �	������
����� ���
�� �� ������ ���������� � ����

��
 � �������� ����� �� �
�� �	
������ 	� �� �� ����� ��� ��������� *��� ������
� ��

���� ��
��� ��� ��� ��� �
����� �� ��� ���� 
��� ��� ���
��� ��+� $�� �� 	��������� �����(�

,� ����� ��� �� ���	�� ���� ��� ����� ����������� �
� �
��� �
�� ��
��� ����
��	�����

��� �� ��
����+� ��� ����� ��
�����
� μu ��� μv �� +�
�� ,� ����
��� �� ��� 
��	����

��
� ���	�� �� �	
���
 ���	�� ���� ρv = ρw� ����� ����� ��� ����	�������� �	
���

�	�������������

 ��	
� - ���	��
���� ��� �� �� ��� ������ "�� 	���
 ����� ����� ���� ��� ����� ���

��� �	������
����� ���
�� ��
 ����� �����	�� �� ���
������ �� ��� ��
����� �� ������

��������� �� ��� +�
�� "�� ����
 ���� ����� ����� ���
��� ��������� � ���� ,�

��� ����� ���� �
���� �� 	���
� �������� ���
������ ������� ���	� . �� ��� +�
� �� '/ ��

��� ��������� "�� ����� ����	
�� ���� �����
� ����� �����	�� �� �������� 	���
������

�� ��� ��+� �� ��
 �	�� �
��� "�� ����
 
���� ����� ����� ��� ���	�� ���� 
���

������ ���������	
 ������� ��� 
���� 	� ����� ��������� �� ��� 
	 �	
��� 
��� �	 ���� ����� 	�

wi,t �
� vi,t ����������� �	��	���� ����� � ��	�� ���� ��� ������� �	� �������� 	� ����� ��������
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��������� ��� ��	�� �	 ���� 	�����
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h=0

j=0

������ ��� �	
��� ������	��	
��� �� ��� ��������
� ������
 	�� a = h + j 	
� 	�� h ≤ a �
 ���
�	�	 	
� ��� ������ ��� 	 �	�	
��� �	
�� �� ���� ������
� � �� 	� ��	�� 	�� a = 19� ������ ����
�	
��� ����	�� ��������
� �� 	�� a �
�	�	
��� �	
���� ������ ����� �	
��� � �� �	�� �� 	�� a�

�� 
��� �� ��� �
�
� 
���� �������� ������� �� ��� ���� ������� 
��  ��� 
�� ����

!����"������� ��� ���� �
�� ��
��
��� ��������� ��
���� ��� 
� ����� 
�� �
��������� 	��

���� 
����� ���� �
������ ���������� ���
��#��� ���� ���� �
��� 
� ����� 
���� ���

�����
� ����������� �� ��� ���� �
��� �� ����� ���� $#��
��� ��� ���� ���#����


 ���� �� �� ��� ����� ���� �� ������
� ������� ����������� ��
� %& �
�
����� 
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���� �� �
���� '�( ������

)�������
���� �� �������� ��� ��� ���� ��� ��� �������� ������������ �� 
��


�� �� �� ����� �� ��� �������� �
������� ������ * ����� �������� ��
��� �� ��+�����


��,�� � ����� �� ��� ���� 
�� �� ��� �
�
� $#��
��� ��� ���� ��� ���� ������������

����� 	�� ���� 
��� ���#���� 
 ����
��� ���� �� �� ��� ��
������ �� ��� �� �
�� ��
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�����
��� �
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���� #
���� 
�� ����� �� 	
��� '� 	�� ���� ���� �� ����
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����� �� ��	�
���	 ����� ��	
��

��	�
���	 ����

��� � ������

β ������� �����	 0.96
η ���������� �� ���������� 6.00
f e ���	� ���� 0.44

	��
 �� ������ ������

f ���� ���� �� ���	����� 0.539
δ �������� ���� 	��� 0.041
μθ ��	
����� ��
������ θ� 
��� −1.762
σθ ��	
����� ��
������ θ� ��� ���� 1.304
σũ ������� ��������� u−1� ��� ���� 1.572
σṽ ������� ��������� v−1� ��� ���� 1.208
σε �	������	� ����� ε� ��� ���� 0.307
σz ����� ����� z� ��� ���� 0.203
ρu ��	
����� ��
������� ��	�������� 0.393
ρv �	������	� ��
������� ��	�������� 0.988

������ ��	�
���	 ������ ��� ��	�� ��	�
���	� �	� �����	���� �� �������� �� ��� 
��� ����� ���

	�
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���	� �	� ��� ��� ���� ��� 
���� 
������ ��� �
��	���� �������	����� �� �
����
���

��� ��� ��� �	����� �� ���	��� ���� ��� ���� 	���� �	�
 ��� � �� ���

	������ �	������ �� ����	 ����
�������  �!���	� "��	� # 
���� ����	 ���� ���	� ��

���� � ���������� �
��� �� ��������� ����� �� ��� ���	��� ���� 	��� �� ��� 
���� ��	���

���!��� $%�% ��	���� �� ��� &�	� �� %�' ��	���� �� ��� ���������
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